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1. まえがき
離散ウェーブレット変換 (DWT) は方向分離性の

乏しい変換である．一方で，複素ウェーブレット変換

(CWT) は高い方向分離性をもつ変換である．方向分
離性をもつ変換は，エッジなどの曲線を方向性基底に

より近似するため，画像構造に基づく近似が可能であ

る．しかし，この変換は変換後にデータ数が増加する

冗長変換であることが一般的である．これは冗長性の

削減という画像符号化の目的に反するため，画像符号

化への応用はほとんどなされていない．冗長変換では

疎表現と呼ばれる係数列が存在する．疎表現係数列は

信号を最少数の非ゼロ係数で表現したものであり，画

像符号化に有効な係数列である．

我々は，方向分離性と冗長性をもつ CWT の疎表現
を用いた画像符号化の検討を行っている．本稿では，

疎表現の近似解法である l0ノルムベース交互射影法に
基づき，Noise Shaping における新しい係数選択手法
を提案する．また，非ゼロ係数の個数に対する PSNR
と全符号量により性能を評価する．

2. 複素ウェーブレット変換
CWT は 2 つの実数ウェーブレットを実部と虚部の

基底とした複素数変換である [1]．これはフーリエ変換
における正弦波をウェーブレットに置き換えた変換と

いえる．CWTはシフト不変性が成立し，2次元 CWT
は ± 15°，± 45°，± 75°の 6 方向の画像エッジを
異なるサブバンドに分離する．また，CWT は 2 つの
最大間引きフィルタバンクを並列に配置した並列木構

造により実装される．このため，2 次元の入力信号に
対して 4 倍のデータ数が発生する冗長変換となる．

3. 冗長変換の疎表現
3.1 疎表現問題

n次元ベクトル y ∈ Rn を辞書 D = {ϕi ∈ Rn, i =
1, ...,m}の線形結合により表現する問題を考える．
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y =
∑

i

αiϕi (1)

冗長変換では m > n であり，辞書 Dは過完備な基底
から構成されている．このとき，式 (1)の解 α ∈ Rm

は無数に存在する．このうち疎表現とは最少数の基底

(非ゼロ係数) を用いて信号 yを表現した解である．こ

れは式 (2)の最適化問題の解として求められる．

Minimize ∥α∥0 + λ∥Dα − y∥2
2 (2)

式 (2)は誤差を含む場合の疎表現問題である．ここで，
Dは n×m行列，∥α∥0はαの l0ノルムであり，非ゼ
ロ係数の個数である．式 (2)は NP 困難のため，マッ
チング追跡や基底追跡などの近似解法が必要である．

3.2 l0 ノルムベース交互射影法

本稿では，近似解法として l0ノルムベース交互射影

法を用いる．この手法では式 (2)の代わりに式 (3)の
問題より近似解を求める．

α̂(K) = arg min
α∈C(K)

∥Dα − y∥2

s. t. C(K) = {α ∈ Rm : ∥α∥0 = K} (3)

解 α̂(K) を求めるため，式 (1) の解集合 S(D,y) と
C(K)の間の交互射影を繰り返す [2]．ここで，S(D,y)
は式 (1)のアフィン集合で凸集合であるが，C(K)は凸
集合ではない．そのため，収束解は局所解である．C(K)
から凸集合 S(D,y)への射影は直交射影 P⊥

S(D,y)が存

在する．凸集合 S(D,y)からC(K)への射影 ht(α,K)
は C(K)と S(D, y)のユークリッド距離を最小にする
ために最大値からK 個の係数を選択する．

3.3 CWT における Noise Shaping

Kingsbury らは CWT に対して，雑音変形手法で
ある Noise Shaping を適用し疎表現を求めている [3]．
Noise Shaping は反復処理に基づく手法であり，反復
処理の一部で式 (4)の閾値処理がおこなわれる．

ŷr + jŷi =

0 if |yr + jyi| < θ

yr + jyi otherwise
(4)

ここで，yr，yiは複素数の実部，虚部である．ŷr，ŷi

は閾値処理後の実部，虚部である．
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4. 提案手法
我々は，CWT における Noise Shaping が l0 ノル

ムベース交互射影法と等価な手法であることを示した

[4]．等価性より，Noise Shapingにおける式 (4)の閾値
処理は l0 ノルムベース交互射影法における ht(α,K)
に相当する．ht(α,K)は最大値から K 個の係数を選

択する処理であるため，式 (4)の閾値処理は複素数単
位で選択する必要はない．そこで，我々は実部と虚部

に対して，独立に閾値処理を適用する手法を提案する．

ŷr =

0 if |yr|<θ

yr otherwise
ŷi =

0 if |yi|<θ

yi otherwise
(5)

Noise Shaping はマッチング追跡と同様の貪欲アルゴ
リズムである．そのため，基底の選択方法が重要とな

る．提案手法では，実部と虚部の基底を独立に選択す

ることで，複素数単位で選択する場合と比較し，誤基

底を選択する可能性を低減している．

また，疎表現の性能は近似解法と辞書の定義により決

まる．方向性基底の複素ウェブレットをψc
j = ψr

j +jψi
j

とすると，辞書 D は，従来手法では Dc = {ψc
j ∈

Rn, j = 1, ..., 2n}，提案手法では Dp = {ψr
j ,ψ

i
j ∈

Rn, j = 1, ..., 2n}となる．ψr
j とψi

j はヒルベルト変換

対であるためシフトの関係にある．このため，提案手

法ではより密な方向性基底の集合を辞書 Dp として定

義していることになる．

5. 実験結果
Barbara (512×512)において，非ゼロ係数の個数に

対する PSNR を図 1に示す．提案手法では，DWT や
従来手法と比較し，同数の非ゼロ係数で約 1.0–3.0 [dB]
高い PSNR が得られている．これより，提案手法は
従来手法よりも疎表現の近似解精度が高い．また，全

符号量における比較を図 2に示す．CWT では各レベ
ルのエントロピーの和に基づき全符号量を求めた．量

子化として，提案手法にはスカラ量子化，従来手法に

はスカラ量子化または複素数のベクトル量子化を用い

た．DWT は算術符号化なしの SPIHT 符号化を行っ
た [5]．図 2 より，提案手法は SPIHT 符号化より約
0.2–0.5 [dB] 高い符号化効率となる．また，提案手法
は従来手法のスカラ量子化より高い符号化効率となる

が，従来手法のベクトル量子化よりは性能が劣る．こ

れより，提案手法の疎表現においても適したベクトル

量子化を考慮する必要があり，今後の課題である．
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図 1: 非ゼロ係数へのエネルギー集約度
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図 2: 全符号量

6. まとめ
本稿では，CWT における疎表現近似手法において
新しい係数選択手法を提案した．非ゼロ係数へのエネ

ルギー集約度と全符号量による実験より，その有効性

を確認した．
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